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Abstract 
In this paper, a global chaos synchronization scheme of three novel identical systems is achieved. By choosing 

proper coupling parameters, the states of all the three systems can be synchronized. Some mathematical formulas and 
relations are presented. System attractor, time responses for the system, and the errors are graphically presented. 
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ВЪВЕДЕНИЕ 

Смятана за третото революционно от-
критие във физиката след теория на относи-
телността и квантовата механика, теория на 
хаоса е подробно проучвана в последните 
десетилетия. Хаосът е сложно динамично 
поведение на системите, притежаващо ре-
дица специфични свойства, като най-харак-
терното от тях е силна чувствителност към 
малки изменения в началните условия 
и/или параметрите на системата [1]. С тако-
ва поведение се описват процеси в различ-
ни области като физика [2], химия [3], еко-
логия [4], еволюционна динамика [5], защи-
тени комуникации [6] и други.  

Управлението и синхронизацията на хао-
тичните системи  са теми на интензивни из-
следвания през последните години. Под по-
нятието синхронизация на хаотични систе-
ми се разбират процеси, при които две или 
повече хаотични системи, еквивалентни 
или не по структура и параметри, приспо-
собяват динамиката си една към друга чрез 
свързване помежду им [7]. Съществена ха-
рактеристика на преобладаващата част от 
известните методи за хаотична синхрониза-
ция е, че при тях се цели функциите на раз-
съгласуване или разликите между съответ-
ните променливи на хаотичните системи да 

клонят към нула, т.е. системите да синхро-
низират динамиката си [8].  Основна сфера 
на практическо приложение на хаотичната 
синхронизация са защитените комуника-
ции. Хаотични синхронизационни системи 
се използват в различни видове комуника-
ционни системи или системи за криптиране 
на текст, изображения и видео, като най-че-
сто се изследват системи за защитени кому-
никации базирани на синхронизация между 
две хаотични системи.  

В настоящата статия се постига глобално 
синхронизирано поведение между три 
идентични хаотични системи с квадратични 
нелинейности. Управляващите функции са 
синтезирани на основата на втория метод 
на Ляпунов, приложен върху системата от 
разсъгласуването между трите хаотични 
системи. Предложената синхронизационна 
схема може да се разглежда като една мно-
гостепенна хаотична система, която от своя 
страна може да се използва като основа за 
реализирането на система за защитени ко-
муникации.  
 
ИЗЛОЖЕНИЕ 

При задачите за синхронизация на хао-
тични системи най-често се синтезира син-
хронизационна схема между еднотипни, не-
прекъснати системи с еднопосочна връзка 
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между тях. Следният обобщен запис служи 
за представяне на синхронизационната схе-
ма: 
 

�
𝑥̇ = 𝑓(𝐱) + 𝑢𝑖
𝑦̇ = 𝑔(𝐲) + 𝑣𝑖
𝑧̇ = ℎ(𝐳) + 𝑤𝑖

�                                               

(1) 
 

където 𝐱, 𝐲, 𝐳 ∈ ℛ𝑛 са вектори на 
състоянието, 𝑓(𝐱),𝑔(𝐲),ℎ(𝐳) ∈ ℛ𝑛 са не-
прекъснати нелинейни функции, а 
𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ,𝑤𝑖 (𝑖 = 1,2,3) са управляващите си-
гнали към системата.  

За да се осъществи глобална синхрониза-
ция между системите (1), се търсят такива 
управления 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ,𝑤𝑖 (𝑖 = 1 ÷ 3), че да се 
изпълни условието: 

 
lim𝑡→∞ 𝐞̇ (𝑡) = 0                                                  

(2) 
 
където функцията на разсъгласуване между 
системите 𝒆̇(𝑡) има следния вид: 
 

𝐞̇ = (𝑒̇1, 𝑒̇2, 𝑒̇3) = (𝑒̇1𝑖, 𝑒̇2𝑖, 𝑒̇3𝑖)
= (𝑥̇𝑖 − 𝑦̇𝑖 , 𝑦̇𝑖 − 𝑧̇𝑖, 𝑧̇𝑖 − 𝑥̇𝑖) 

(3) 
Синтезът на управление се реализира на 

основата на втория метод за устойчивост на 
Ляпунов, където се търси такава функция 
𝑉(𝐞), която да отговаря на условията: 

 
𝑉(𝐞) > 0,  ∀𝐞 ≠ 0,                                         (4) 
𝑉(𝐞) = 0,  𝐞 = 0,                                           (5) 
𝑑𝑉(𝐞)
𝑑𝑡

< 0,  ∀𝐞 ≠ 0.                                         (6) 
 
С цел да се изпълнят трите условия, най-

често избраната функция на Ляпунов е ква-
дратична функция от отделните съставящи 
на вектора e, например: 

 
𝑉(𝐞) = 1

2
�𝑒1𝑖2 + 𝑒2𝑖2 + 𝑒3𝑖2 �.                            (7) 

 
Изпълнението на третото условие ще се 

търси чрез подходящ синтез на управлява-
щите функции 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ,𝑤𝑖 (𝑖 = 1 ÷ 3). Те 
трябва да бъдат така синтезирани, че за 
първата производна на функцията 𝑉(𝐞) да 
се получи отрицателно определен израз, на-
пример от типа: 
 

𝑑𝑉(𝐞)
𝑑𝑡

= −𝑘1𝑖𝑒1i2 − 𝑘2i𝑒2i2 − 𝑘3𝑖𝑒3𝑖2 ,            (8) 
 
където при положителни константи 𝑘 се из-
пълнява условието (6). 

 
Обект на изследване в настоящата статия 

е прост абстрактен математичен модел на 
автономна система със сложна хаотична 
динамика, която съдържа две квадратични 
нелинейности [9]. Хаотичната система от 
трети ред, открита през 2016г. от V. 
Sundarapandian се представя чрез следните 
уравнения: 

 
𝑥̇1 = 𝑥2 
𝑥̇2 = 𝑥3 
𝑥̇3 = 𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥2 − 𝑥3 + 𝑐𝑥1𝑥2 − 𝑝(𝑥12 + 𝑥22) 

(9) 
където 𝑥𝑖(𝑡), (𝑖 = 1 ÷ 3) са променливите 
на системата, а a, b, c и p са нейните пара-
метри. 

 
За стойности на параметрите 𝑎 = 7.5, 

𝑏 = 4, 𝑐 = 0.03  и 𝑝 = 0.9 системата има 
хаотичен характер. Моделът (9) е симули-
ран в среда на MATLAB/Simulink с произ-
волно избрани начални условия: 𝑥1(0) =
1.8, 𝑥2(0) = 1.3 и 𝑥3(0) = 1.6, като получе-
ният хаотичен атрактор е показан на фиг. 1.   

 

 
Фиг. 1. Хаотичен атрактор в пространството 

на състоянието 
 
На фиг. 2 са показани проекциите на 

хаотичния атрактор в трите фазови равни-
ни: (𝑥1, 𝑥2), (𝑥2, 𝑥3) и (𝑥1, 𝑥3). 
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Фиг. 2. Проекции на хаотичния атрактор във 

фазовите равнини 
 
Нека се синтезира синхронизационна 

схема от типа (1), с три идентични системи 
от вида (9): 

 
𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝑢1 
𝑥̇2 = 𝑥3 + 𝑢2 
𝑥̇3 = 𝑎𝑥1 − 𝑏𝑥2 − 𝑥3 + 𝑐𝑥1𝑥2 − 𝑝(𝑥12 + 𝑥22) + 𝑢3 

(10) 
𝑦̇1 = 𝑦2 + 𝑣1 
𝑦̇2 = 𝑦3 + 𝑣2 
𝑦̇3 = 𝑎𝑦1 − 𝑏𝑦2 − 𝑦3 + 𝑐𝑦1𝑦2 − 𝑝(𝑦12 + 𝑦22) + 𝑣3 

(11) 
𝑧̇1 = 𝑧2 +𝑤1 
𝑧̇2 = 𝑧3 + 𝑤2 
𝑧̇3 = 𝑎𝑧1 − 𝑏𝑧2 − 𝑧3 + 𝑐𝑧1𝑧2 − 𝑝(𝑧12 + 𝑧22) +𝑤3 

(12) 
Като се вземе в предвид избраната функ-

ция на разсъгласуване между системите (3), 
отделните системи на грешките могат да се 
запишат като: 

 
𝑒̇11 = 𝑥̇1 − 𝑦̇1 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑢1 − 𝑣1 
𝑒̇12 = 𝑥̇2 − 𝑦̇2 = 𝑥3 − 𝑦3 + 𝑢2 − 𝑣2 
𝑒̇13 = 𝑥̇3 − 𝑦̇3 = 𝑎(𝑥1 − 𝑦1) − 𝑏(𝑥2 − 𝑦2) − 𝑥3

+ 𝑦3 + 𝑐(𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2)
− 𝑝[(𝑥12 + 𝑥22)− (𝑦12 + 𝑦22)] + 𝑢3
− 𝑣3 

(13) 
 

𝑒̇21 = 𝑦̇1 − 𝑧̇1 = 𝑦2 − 𝑧2 + 𝑣1 − 𝑤1 
𝑒̇22 = 𝑦̇2 − 𝑧̇2 = 𝑦3 − 𝑧3 + 𝑣2 − 𝑤2 
𝑒̇23 = 𝑦̇3 − 𝑧̇3 = 𝑎(𝑦1 − 𝑧1) − 𝑏(𝑦2 − 𝑧2) − 𝑦3

+ 𝑧3 + 𝑐(𝑦1𝑦2 − 𝑧1𝑧2)
− 𝑝[(𝑦12 + 𝑦22)− (𝑧12 + 𝑧22)] + 𝑣3
− 𝑤3 

(14) 

𝑒̇31 = 𝑧̇1 − 𝑥̇1 = 𝑧2 − 𝑥2 +𝑤1 − 𝑢1 
𝑒̇32 = 𝑧̇2 − 𝑥̇2 = 𝑧3 − 𝑥3 + 𝑤2 − 𝑢2 
𝑒̇33 = 𝑧̇3 − 𝑥̇3 = 𝑎(𝑧1 − 𝑥1) − 𝑏(𝑧2 − 𝑥2) − 𝑧3

+ 𝑥3 + 𝑐(𝑧1𝑧2 − 𝑥1𝑥2)
− 𝑝[(𝑧12 + 𝑧22)− (𝑥12 + 𝑥22)] + 𝑤3
− 𝑢3 

(15) 
От системите на разсъгласуване могат да 

се изведат следните зависимости: 
 

𝑢1 − 𝑣1 = −𝑥2 + 𝑦2 − 𝑘11𝑒11 
𝑢2 − 𝑣2 = −𝑥3 + 𝑦3 − 𝑘12𝑒12 
𝑢3 − 𝑣3 = −𝑎(𝑥1 − 𝑦1) + 𝑏(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑥3 − 𝑦3

− 𝑐(𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2)
+ 𝑝[(𝑥12 + 𝑥22)− (𝑦12 + 𝑦22)]
− 𝑘13𝑒13 

(16) 
𝑣1 − 𝑤1 = −𝑦2 + 𝑧2 − 𝑘21𝑒21 
𝑣2 − 𝑤2 = −𝑦3 + 𝑧3 − 𝑘22𝑒22 
𝑣3 − 𝑤3 = −𝑎(𝑦1 − 𝑧1) + 𝑏(𝑦2 − 𝑧2) + 𝑦3 − 𝑧3

− 𝑐(𝑦1𝑦2 − 𝑧1𝑧2)
+ 𝑝[(𝑦12 + 𝑦22) − (𝑧12 + 𝑧22)]
− 𝑘23𝑒23 

(17) 
𝑤1 − 𝑢1 = −𝑧2 + 𝑥2 − 𝑘31𝑒31 
𝑤2 − 𝑢2 = −𝑧3 + 𝑥3 − 𝑘32𝑒32 
𝑤3 − 𝑢3 = −𝑎(𝑧1 − 𝑥1) + 𝑏(𝑧2 − 𝑥2) + 𝑧3 − 𝑥3

− 𝑐(𝑧1𝑧2 − 𝑥1𝑥2)
+ 𝑝[(𝑧12 + 𝑧22) − (𝑥12 + 𝑥22)]
− 𝑘33𝑒33 

(18) 
Управляващите функции 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ,𝑤𝑖 (𝑖 =

1 ÷ 3) се избират както следва: 
 
𝑢1 = 0 
𝑢2 = −𝑥3 + 𝑦3 − 𝑘12𝑒12 
𝑢3 = 𝑎(𝑧1 − 𝑥1) − 𝑏(𝑧2 − 𝑥2)− 𝑧3 + 𝑥3

+ 𝑐(𝑧1𝑧2 − 𝑥1𝑥2)
− 𝑝[(𝑧12 + 𝑧22) − (𝑥12 + 𝑥22)]
+ 𝑘33𝑒33 

(19) 
𝑣1 = 𝑥2 − 𝑦2 + 𝑘11𝑒11 
𝑣2 = 0 
𝑣3 = −𝑎(𝑦1 − 𝑧1) + 𝑏(𝑦2 − 𝑧2) + 𝑦3 − 𝑧3

− 𝑐(𝑦1𝑦2 − 𝑧1𝑧2)
+ 𝑝[(𝑦12 + 𝑦22)− (𝑧12 + 𝑧22)]
− 𝑘23𝑒23 

(20) 
𝑤1 = −𝑧2 + 𝑥2 − 𝑘31𝑒31 
𝑤2 = 𝑦3 − 𝑧3 + 𝑘22𝑒22 
𝑤3 = 0 

(21) 
Отчитайки функциите (13 ÷ 15), избра-

ната квадратична функция на Ляпунов (7) 
добива вида: 
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𝑉(𝐞) =
1
2

(𝑒112 + 𝑒122 + 𝑒132 + 𝑒212 + 𝑒222 + 𝑒232

+ 𝑒312 + 𝑒322 + 𝑒332 ) 
(22) 

След диференциране спрямо времето, се 
получава: 

 
𝑉̇ = 𝑒11𝑒̇11 + 𝑒12𝑒̇12 + 𝑒13𝑒̇13 + 𝑒21𝑒̇21 + 𝑒22𝑒̇22

+ 𝑒23𝑒̇23 + 𝑒31𝑒̇31 + 𝑒32𝑒̇32
+ 𝑒33𝑒̇33 

(23) 
Трите идентични хаотични системи да-

дени с уравненията (10), (11) и (12) са гло-
бално синхронизирани за всички начални 
стойности посредством управляващите 
функции (19), (20) и (21), където константи-
те 𝑘𝑖𝑗, (𝑖, 𝑗 = 1 ÷ 3) са положителни. 

Доказателство за това твърдение е, че из-
браната функция 𝑉(𝐞) на Ляпунов в уравне-
ние (22) е квадратична и положителнa 
функция в множеството ℜ3. След кратки 
математически преобразувания се получава 
следното уравнение за 𝑉̇: 

 
𝑉̇ = −𝑘11𝑒112 − 𝑘12𝑒122 − 𝑘13𝑒132 − 𝑘21𝑒212

− 𝑘22𝑒222 − 𝑘23𝑒232 − 𝑘31𝑒312
− 𝑘32𝑒322 − 𝑘33𝑒332  

(23) 
От (23) е ясно, че първата производна на 

𝑉(𝐞) е отрицателно определена, с което 
функцията 𝑉(𝐞) отговаря на условията на 
втория метод за устойчивост на Ляпунов. 

Синхронизационната схема между трите 
системи (10÷12) с управляващи функции 
(19÷21) с коефициенти 𝑘𝑖𝑗 = 1, 𝑖, 𝑗 = 1 ÷ 3 
е реализирана и симулирана в среда на  
MATLAB/Simulink. 

Началните условия на системите са съот-
ветно 𝑥(0) = [1.8 1.3 1.6 ]𝑇, 𝑦(0) = [3 5 5]𝑇 
и 𝑧(0) = [−3 − 3 − 3]𝑇, като и трите набо-
ра са избрани произволно.  

На фиг. 3 са представени получените 
функции на разсъгласуване (13÷15), които 
графично потвърждават настъпването на 
режим на глобална хаотична синхрониза-
ция около петата секунда от преходния про-
цес. 

 

 

 
 

Фиг. 3. Функции на разсъгласуване 
 𝑒𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1 ÷ 3 
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Фиг. 4. Съвместната динамика на 

променливите на трите хаотични системи. 
 

От фиг. 4, на която е показана съвмест-
ната динамика на променливите на трите 
хаотични системи 𝑥𝑖(𝑡),𝑦𝑖(𝑡) и 𝑧𝑖(𝑡) 
𝑖 = 1 ÷ 3, става ясно, че след края на пре-
ходния процес състоянията на трите систе-
ми стават напълно идентични.  

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На основата на втория метод за устойчи-
вост на Ляпунов, успешно е получено син-
хронно поведение на три идентични хао-
тични системи. Синтезираната хаотична 
синхронизационна схема на база три иден-
тични глобално синхронизирани хаотични 
системи, може да се разглежда като една 
многостепенна хаотична система, която ле-
сно може да се внедри в система за защите-
ни комуникации. Представения подход мо-
же да се приложи при синхронизация на по-
вече от три хаотични системи. Посредством 
някои леки корекции, синтезираната хао-

тична синхронизационна схема може да се 
изгради на база три хиперхаотични систе-
ми. Това ще доведе до повишаване на ниво-
то на защита при изграждане на система за 
защитени комуникации.  
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